KOMBINATORIKA
(nauka o skupinách)

Zabývá se seskupováním prvků dané konečné množiny.

Př.1. Kolik různých dvojčlenných hlídek můžeme sestavit z pěti chlapců.


chlapci {A, B, C, D, E}


A, B
B, C
C, D
D,E


A, C
B, D
C, E


A, D
B, E


A, E

Př.2. Napište všechna trojciferná čísla, která obsahují číslice 5 a 6.


555, 556, 565, 566, 655, 656, 665, 666

Př.3. Dana dostala čtyři nové knihy, kolik je různých pořadí, ve kterých si je mohla přečíst.


{a, b, c, d}


a, b, c, d
b, a, c, d
c, a, b, d
d, a, b, c


a, b, d, c
b, a, d, c
c, a, d, b
d, a, c, b


a, c, b, d
b, c, a, d
c, b, a, d
d, b, a, c

a, c, d, b
b, c, d, a
c, b, d, a 
d, b, c, a


a, d, b, c
b, d, a, c 
c, d, a, b
d, c, a, b


a, d, c, b
b, d, c, a
c, d, b, a
d, c, b, a


6*4=24

Dáno:

konečná množina o n prvcích

vytváříme skupiny o k prvcích - skupina k-té třídy


n, k
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skupina bez opakování prvků



[image: image2.wmf]k

n

³


skupina s opakováním prvků
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Základní kombinatorická pravidla:

  Př. Určete počet všech přirozených čísel, v jejichž dekadickém zápisu se každá číslice 

  vyskytuje nejvýše jednou.

1. způsob - kombinatorické pravidlo součinu
Počet všech uspořádaných k-tic, jejichž první člen lze vybrat n1 způsoby, druhý člen lze vybrat n2 způsoby, …až k-tý člen nk způsoby, je roven součinu n1*n2*…*nk

Př. 


9 9 

Devět možností, jaké číslo můžeme dát na místo desítek 1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Na místě jednotek může být také pouze devět možností, aby se nám číslice neopakovaly.

9*9=81

2. způsob - kombinatorické pravidlo součtu


Počty z první a druhé disjunktní skupiny sčítáme.


Př. 

Všechna dvojciferná čísla lze rozdělit do dvou disjunktních množin (průnikem množin je prázdná množina), tak že v první jsou dvojciferná čísla s různými číslicemi a ve druhé se stejnými číslicemi.
všechna dvojciferná čísla …90

stejné cifry ………………...9

různé číslice ……………….p

p+q=90

p=81

Variace (bez opakování)
Definice: Variace k-té třídy z n prvku jsou skupiny po k prvcích vybrané z konečné množiny obsahující n prvků tak, že každé dvě skupiny lišící se pořadím prvků pokládáme za různé.

Počet variací k-té třídy n prvků:

Vk(n)=n*(n-1) *(n-2) *(n-3) *…*(n-k+1)

Př. V4(9)=9*8*7*6=3024
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Permutace (bez opakování)
Jsou skupiny ve kterých záleží na pořadí prvků.

Je-li k=n tvoříme variace ze všech prvků dané množiny, jednotlivé skupiny se liší jen pořadím prvků.

P(n)=Vn(n)

P(n)=n*(n-1) *(n-2) *(n-3) *…*3*2*1

Př. P(5)=5*4*3*2*1

n! …faktoriál

P(n)=n!

Definice faktoriálu: Pro libovolné nezáporné celé číslo n rozumíme znakem n! číslo, které má tyto vlastnosti


1. 0!=1


2. Je-li n>0, pak n!=n*(n-1)!


Př. 7!=7*6!=7*6*5*4*3*2*1

Variace s opakováním

Def. Variace k-té třídy s opakováním s n prvků je uspořádaná k-tice sestavená z těchto prvků tak, že každý se v ní vyskytuje nejvýše k-krát.
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Př. {a, b, c}
k=2


aa
ba
ca


ab
bb
cb


ac
bc
cc
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Permutace s opakováním

Def. Permutace s opakováním z n prvků je uspořádaná k-tice sestavená z těchto prvků tak, že každý se v ní vyskytuje aspoň jednou.
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n1 …počet prvků jednoho druhu


n2 …počet prvků druhého druhu


np …počet p-tého druhu

Př. Květinářka chce vedle sebe umístit ve výkladní skříni 2 stejné bílé, 2 stejné modré a 1 hnědou květinu. Kolik má možností?


n1 = 2 

n2 = 2

n3 =1    
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Kombinace (bez opakování)
Skupiny, kde nezáleží na pořadí a každý prvek se vyskytuje jen jednou.

K-členné kombinace z n prvků jsou k-prvkové podmnožiny množiny těmito n prvky určené.

Počet kombinací k-té třídy z n prvků:
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Př. Odvození: {a,b,c,d}; n=4


1. Variace 3-tí třídy ze 4 prvků



a,b,c
b,a,c
c,a,b
d,a,c




a,b,d
b,a,d
c,a,d
d,a,b



a,c,b
b,c,a
c,b,a
d,b,a
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a,c,d
b,c,d
c,b,d
d,b,c



a,d,b
b,d,a
c,d,a
d,c,a


a,d,c
b,d,c
c,d,b
d,c,b

2. Kombinace 3-tí třídy ze 4 prvků



a,b,c



a,b,d






a,c,d



b,c,d
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[image: image1.wmf]Î

Obecně: 

Kombinační číslo: 
[image: image13.wmf])

(

)!

!*(

!

n

K

k

n

k

n

k

n

k

=

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ


[image: image23.wmf])!

!*(

!

)

(

!

)

1

(

*

.....

*

)

2

(

*

)

1

(

*

)

(

!

)

(

)

(

!

*

)

(

)

(

k

n

k

n

n

K

k

k

n

n

n

n

n

K

k

n

V

n

K

k

n

K

n

V

k

k

k

k

k

k

-

=

+

-

-

-

=

=

=


Př. 
Rovnice s kombinačními čísly:

Př.1.
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Př. 2.
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]
Platí:

[image: image17.wmf]n

n

n

n

n

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

1

0

0

1

1

0



[image: image18.wmf]k

n

k

n

k

n

k

n

k

n

n

k

n

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

1

1


Pascalův trojúhelník
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Umocňování dvojčlenu a binomická věta
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Kombinace s opakováním
Počet 
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všech k-členných kombinací s opakováním z n prvků je 
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